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摘 要:在经典的结构理论研究的基础上,讨论了多自由度体系结构屈曲分析的数值方法,并给出了结构弹塑性、
开裂和屈曲分析的一致理论,按宏观、微观和传递分析过程根据平衡稳定性判断准则构成了结构系统稳定性分析

的完整框架,可用于工程结构的屈曲分析.
关键词:一致理论;屈曲分析;强度极限准则;平衡稳定性准则;多米诺传递

中图分类号:TU311.2    文献标志码:A     文章编号:1006-6578(2024)02-0032-06

Researchofstructuralbucklinganalysismethodbasedon
consistencytheory

QIANRuo-jun1,YUANXing-fei2
(1.CollegeofCivilEngineering,TongjiUniversity,Shanghai200092,China;

2.SpaceStructuresResearchCenter,ZhejiangUniversity,Hangzhou310058,China)

Abstract:Basedonthestudyofclassicalstructuraltheory,thenumericalmethodofbucklinganalysisof
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  近一百年来如冯·卡门、钱学森和柯以托等著

名科学家对结构屈曲理论做出了具有里程碑式的贡

献[1-4],他们的研究成果主要涉及:结构屈曲的非线

性理论,系统势能函数的构造;单参数系统的平衡图

形和屈曲类型研究,屈曲类型被归结为平衡分岔屈

曲、极值点平衡屈曲、动态和颤振屈曲;缺损敏感性

准则,单参数系统中初始缺损的描述、模型及其敏感

性,方程的线性化和多值问题的蜕化;壳体经典临界

荷载的缩减因子;动力和颤动屈曲;屈曲模态的耦合

作用等.
经典的结构屈曲理论是多自由度结构体系屈曲

分析的理论支撑,有限元法是结构体系屈曲分析的

主要数值方法.注意到结构屈曲不是一种单一的力

学行为,而是与弹塑性、开裂等一致的行为,在结构

的静动力弹塑性、开裂和屈曲分析的一致理论框架

内,通过能量转换模式和强度极限即平衡稳定性判

断,在微观分析过程中给出了结构屈曲分析的完整

过程.
论文首先介绍了屈曲模态和屈曲分析有限单元

法,接着提出了屈曲分析的一致理论,给出了结构弹

塑性、开裂和屈曲分析的一致公式,按宏观、微观和

传递分析过程根据平衡稳定性判断准则构成了结构
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系统稳定性分析的完整框架,可用于工程结构的屈

曲分析.

1 屈曲模态的耦合作用

如果用屈曲模态的线性组合来构造屈曲位移,
那么很容易发现,若存在模态耦合,那么屈曲位移将

会被放大,文献[5,6]给出了两个例子.对于格构结

构或网壳结构,可能发生节点之间杆件的局部屈曲,
或仅发生节点失稳的整体屈曲,或两者都有的混合

屈曲.
图1所示的格构柱可能发生局部屈曲、整体屈

曲和混合屈曲.图1显示了格构柱最大承载力P与

整体临界荷载和局部临界荷载比值PG/PL 的关系,
说明如果存在局部屈曲且局部临界荷载PL 小于可

能发生的整体临界荷载PG,那么在分析时可以不考

虑整体屈曲.

图1 格构柱承载力P与PG/PL 的关系

Fig.1 RelationshipbetweenBearingCapacityofLattice
ColumnPandPG/PL

2 屈曲分析的有限单元法

2.1 单参数系统屈曲分析的基本方程

上世纪八十年代国内外学者将屈曲分析作为非

线性有限元法中一个重要课题作了大量研究,最终

集中于基于比例加载的自动增量过程.
结构屈曲分析的有限元基本方程为:

(kL+kσ)Δue=λpref-fe (1)
式中,kL、kσ 分别为结构单元的线刚度矩阵和初应

力刚度矩阵,kσ 反映了含有位移两阶量的应变的贡

献;Δue为单元节点位移向量;λ为荷载参数;pref为
实际的多参数系统经加权平均后所构造的单参数系

统的参考荷载向量;fe为节点力向量.
上式一般采用增量过程,按Newton-Raphson

法进行求解.

2.2 临界荷载的确定

在第i个增量步中,式(1)的子迭代格式

(kL+kσ)δiuj
e=ktδiuj

e=δλj-1pref (2)
解上式,如果不平衡力 r =λpref-fe →ε(一般<
1.0-5),则子迭代收敛.于是更新节点位移、节点坐

标,计算增量荷载水平δiλ.
如果当δλ→0而

δiuj
e=k-1tδλj-1pref→� (3)

则根据屈曲的定义有临界荷载:

λcr=∑Δiλ (4)

如果式(3)存在,则有:

det(kt)=0. (5)

2.3 自动增量过程

以上简单讨论的荷载增量过程是采用弹塑性分

析模型在荷载位移空间中进行的迭代过程,得到的

是位移解,力学模型不适用于屈曲位移的分析.式
(2)也不适用于壳体屈曲时存在的不稳定平衡,即位

移“跳跃”分析.
在式(2)的迭代过程中,凭经验选择δλ很可能

会越过临界点,于是进行了旨在自动确定δλ的研

究,弧长法则是由Riks和 Wemper提出经Crisfield
和Ramm改进的一种方法,文献[7]对弧长法作了

详尽的讨论.
对于多自由度体系,刚度矩阵分解后,任意一个

自由度方向的主元等于零时,式(5)和式(2)成立,显
然与稳定性判断准则δ2π=0不尽协调,一个自由度

软化并不意味屈曲,但是按判断准则,要求所有自由

度都软化才失去稳定也不太可能,因此,应该规避临

界的概念,软化可以有程度上的差别.只有单自由度

体系不存在软化程度,所以引入“临界”的概念不会

引起概念模糊.
在经典理论的研究中,都是在初始状态建立的

常系数方程进行分析,在有限元法中也应如此.但在

增量过程中,一旦引入位移、应力、坐标更新,理论差

别就显而易见了.“更新”是非线性理论的基本点,那
么经典的屈曲理论的推广需极其慎重.

当在增量过程中达到临界点时,方程奇异,对奇

异性的处理应遵循相应的数学原理,而采用增量过

程所得“临界荷载”至今无法用试验证实.
2.4 线性临界荷载

在式(1)中,初始时刻kσ=0,所以有:

kLΔu0e=pref (6)
根据解Δu0e 可得结构在pref作用下的应力,由此可
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得pref作用下的初应力刚度矩阵krefσ ,所以在增量荷

载作用下并且在线刚度范围内,有
(kL+λkrefσ )Δue=λpref (7)

在增量过程中,线弹性刚度矩阵kL 是不变的,而初

应力刚度矩阵krefσ 则随增量荷载水平线性增加,即

kσ=λkrefσ (8)
这里,λ为荷载水平或荷载系数.
于是,式(7)的解为:

Δue=(kL+λkrefσ )-1λpref (9)
根据经典的结构屈曲定义,如果结构屈曲,则必

然有:当

det(kL+λkrefσ )=0 (10)
时,任意微小的外加扰动则使位移Δue→�.
从上式(10)求得λ的最低值λcr,于是得到线性临界

荷载

plin
cr=λcrpref (11)

同样,根据经典的结构屈曲定义,可得式(7)的齐

次式

(kL+λprefσ )ϕ=0 (12)
上式为特征方程,可解得屈曲模态,λ为特征值,ϕ为

特征向量.由此可得与式(11)相同的线性临界荷载.
2.5 网壳结构的稳定性分析

对于网壳结构,宜分别对网壳结构每个杆件再

剖分为2至6个或更多单元,按式(11)求得局部失

稳的线性临界荷载pLcr,又将每个杆件作为一个单

元,同样按式(11)计算节点失稳的线性临界荷载

pGcr.如果pLcr<pGcr,则无需对该网壳进行非线性稳定

分析[6].
网壳结构的初始几何缺陷主要考虑杆件长度的

偏差、杆件的初始扰度和杆件的初始弯折.这些缺陷

可分别用初应变来表示,将以上由于初应变而造成

的影响作为荷载求出各单元节点的位移及节点力向

量[7].一般初始小缺损对网壳结构承载力的影响并

不大.
对于正三角形球面网壳可采用经典理论求得线

性临界荷载,然后乘以缩减系数,得非线性临界荷

载[7].美国Temcor体系采用弹塑性有限元法分析

和设计,但采用美国规范所引用的布彻特(Buchert)
公式

plowcr =0.365plincr (13)
控制临界荷载,应该强调缩减系数必须有理论和试

验依据.

3 屈曲分析的一致理论

3.1 一致理论

经典的弹塑性理论、稳定理论和结构动力学等

在各自涉及的理论范畴内研究了结构中力的平衡和

变形规律,以及结构行为的分析方法,但是更多的事

实说明,不同原因导致的力学行为包括破坏,都不是

一个单一的过程而是一种并发过程,于是需要综合

经典理论对结构的宏观响应作微观的分析.
结构分析的一致理论包括:时空系(t,x)的建

立,结构系统的变形、物性及物理关系的定义及描

述,系统的行为及等价的能量转换,系统能量转换的

永恒性[8].
在任意物理过程[τ+Δτ]中,时刻t(τ≤t≤τ+

Δτ)时,理论给出的结构材料的物性方程:
tE(x,σ,T)=tξτE(x,σ,T)τϕE(x,σ) (14)

这里,τE(x,σ,T)为物理过程的起始时刻的弹性模

量;τϕE(x,σ)为τ时刻的模量函数,也就是弹性模量

的修正系数,可假设为三次曲线模式;tξ反映了材料

的时效,现假定tξ=e-2π
(w1fp+w2f1)(t-τ).物性方程反映

了材料在受拉和受压状态时在作用力变化的情况下

材料弹性模量的时效.
理论给出的结构单元静动力弹塑性和屈曲分析

的一致公式为:
 (τmDμm+τcDμc+(1+fD)2τkL+τkσ)Δtue=

tpe(1+fP)-τfe (15)
这里τkL、τkσ 分别为结构的弹性和初应力刚度矩

阵;τmD、τcD 分别为结构的质量和阻尼矩阵;fD、fP
分别为结构位移和作用的动力放大系数;μm、μc分

别为与作用频率和结构自振频率有关的系数;τfe
为等效结点力向量.对于静力问题,fD=fP=μm=
μc=0.

理论给出的结构单元高斯点的静动力弹塑性开

展、破断和屈曲分析的一致公式为:
Δte=Δtw (16)

这里Δte、Δtw 分别为单元高斯点的应变能和外力功

密度,弹塑性变形、开裂、屈曲等价于能量转换.
理论给出的结构单元高斯点的静动力弹塑性或

破断或屈曲的传递的一致公式为:
(1+fD)2tkδtue=-δtfe (17)

在物理过程[τ,τ+Δτ]内,单元高斯点上的能量转换

直至守恒的过程等价于结构的力学行为.
3.2 结构屈曲的定义

通常屈曲易发生在处于受压状态的薄壁结构,
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如压杆、拱或薄壳,也可能发生在梁、板等结构的受

压区.在屈曲前,结构受压区内部约束退化形成几何

软化区,在任意微小干扰下软化区结构发生屈曲,结
构局部的塑性变形、开裂和屈曲是几何软化的一致

行为,是能量转换的过程和结果.当弹、塑性应变能

已处于极限,外力功不能转换为应变能,部分外力在

弹性位移上做的功转化为外力在几何位移上做的

功.由此,结构的屈曲可定义是应变能转换为外力在

几何位移上做功的过程.当应变能密度处于极值时,
结构高斯点处于屈曲的临界状态.随着几何软化区

的扩大屈曲传递,由局部屈曲传递形成整体屈曲.
3.3 分析过程简述

按一致理论,无论对结构进行弹塑性、开裂及屈

曲分析,均按式(14)~式(17)的过程进行.
解式(15),得结构单元内高斯点(x)的弹性预

测值ΔuB、ΔεB、ΔσB,由此可算得等效外力功密度:

Δtw=ΔεBTτσ+12ΔεB
TΔσB (18)

然后按式(16)考虑外力功转换为应变能的过程,

Δte=(tε-τε)Tτσ+12
(tε-τε)TD(tε-τε)=Δtw

(19)
式中,D为反映应力和应变全量的微分关系的模量

矩阵,一般应试验确定.但上式宜用增量形式的渐近

能量转换公式来表示,即:

Δte=∑
j=1
((Δεjσj-1+12Δε

jΔDj-1Δεj)-λjΔw)

(20)
这里,λj 为外力功密度水平参数;ΔDj-1为反映应力

和应变增量的微分关系的模量矩阵,在当前物理过

程内可解释为按线性或二次或三次曲线规律变化.
解上式后,可求得Δtε,即:

Δtε=∑
j=1

Δεj (21)

在这个能量转换过程中,需经过弹性极限准则

判断、强度极限准则判断以及应变能极限准则判断,
尤其是后者,当点(x)的应变能密度处于极限状态,
则部分外力功无法转换成应变能,那么可能因材料

破断而释放,也可能改变几何,以外力在几何位移做

功的形式释放.由此引起能量不守恒则按式(17)进
行多米诺传递分析.
3.4 结构受压区屈曲的条件

结构发生屈曲至关重要的条件是内部约束退

化.约束退化的原因是局部材料的破断,破断起始于

塑性极限也即强度极限.
对于处于平面应力状态的壳体或梁板受压区,

引入体积不可压假定:
�·Δu=0 (22)

于是有侧平面应变:
Δεz=-νΔεx-νΔεy (23)

这表明即使在板壳的受压区,在面内压应力的

挤压下会发生侧平面变形,于是也存在侧平面拉应

力σz.在按式(20)的渐进过程中,按强度极限准则判

断,若
∂Δte
∂Δtεij

=0 (24)

成立,该点(x)的应变能密度处于极限状态,且如该

点(x)应力强度σi(x)>fu,那么处于受压状态的板

壳表面将会开裂,于是削弱了截面厚度和抗弯刚度,
使结构内部约束退化,形成发生屈曲的条件.以上判

断是在式(19)能量转换的渐近过程中进行的.
3.5 结构平衡稳定性极限判断准则

在满足屈曲条件后,结构发生屈曲至关重要的

原因是材料的刚化,也就是材料不再可能发生弹塑

性变形,屈曲起始于平衡稳定性极限.
对于处于平面应力状态的壳体或梁板受压区,

在按式(20)的渐进过程中,按结构平衡稳定性极限

准则判断,若
∂Δte
∂Δtσij

=0 (25)

成立,该点(x)的应变能密度处于极限状态,并且该

点(x)应力强度tσi≤fu,则中止求解式(20),梁柱或

板壳受压区该点(x)几何软化,处于屈曲的临界状

态,即可能发生正交于压应力平面的几何位移,相应

的应变能密度为屈曲临界应变能密度,即tecr=
te=τe+Δte,上式(25)等价于Δεx

j=0,Δεy
j=0.

式(25)为结构平衡稳定性极限判断准则,也
是结构屈曲判断准则,也是极限应变能密度判断

准则.
3.6 屈曲位移

结构发生屈曲应用屈曲位移来度量和表示,所
以屈曲分析应包括式(24)、(25)的屈曲判断和屈曲

位移的计算[7].
高斯点(x)因开裂而软化且使内部约束退化,

有限个刚度退化的高斯点之间形成软化区.与此同

时,高斯点的应变能处于极限状态,则有Δεij=0,该
点刚化,于是软化区的高斯点形成屈曲域,图2,图3
为屈曲域的计算网格图,图中三角形网格节点为高

斯点,黑点是屈曲域的边界点,网格中的链杆为刚性

杆.高斯点上作用极限应变能的等效节点力,在与边

界点的挤压共同作用下,该软化区发生屈曲,软化区
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图2 屈曲域示意图

Fig.2 Schematicdiagramofbucklingdomain

图3 屈曲域网格

Fig.3 Gridofbucklingdomain

的屈曲是用高斯点的屈曲位移来表示的.
高斯点的屈曲位移控制方程为:

uTbfb=0 (26)
式中,ub为高斯点的屈曲位移即几何位移,它度量

了结构屈曲后几何形状的改变;fb为高斯点之间铰

接链杆的内力,等于应变能的等效节点力.该等效力

的面内分量,如板壳为面内薄膜力而如梁柱为轴

向力.
引入软化区边界的强迫位移,包括物理过程中

产生的弹塑性位移,解上式,得屈曲位移ub[7].该式

表示,软化区因面内挤压产生的强迫位移和面内压

力作用,使高斯点产生正交于面内压力的屈曲位移

即几何位移,屈曲后软化区应变能耗散.式(26)是一

个多值问题,有多重解,求解过程是一个正交过程,
必须引入约束条件尤其是几何协调条件,链杆长度

在屈曲前后保持不变,引入约束条件后使多值问题

退化为单值问题.屈曲起始于应变能临界点而不是

荷载的临界点.

图4显示了二杆体系在对边界节点施加强迫位

移后体系的几何位移,采用SVD解得系统运动轨迹

及其稳定位置.图5为强迫位移下运动轨迹图,图6
为节点的运动轨迹图.表1为几何稳定形态下的节

点坐标.

图4 平面体系

Fig.4 Planesystem

图5 强迫位移下运动轨迹

Fig.5 Motiontrajectoryunderforceddisplacement

图6 节点的运动轨迹

Fig.6 Motiontrajectoryofnodes

3.7 屈曲的传递

在按式(15)的整体分析和按式(16)高斯点上的

局部分析后,如果存在由不守恒趋于守恒过程的能

量耗散后,则在当前物理过程内应按式(17)进行传

递分析.传递是由不平衡力驱动的,传递的结果可能

使弹塑性变形、裂缝和屈曲进一步发展,屈曲的传递
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表1 几何稳定形态下节点坐标

Table1 Nodecoordinatesingeometricallystableform

节点号 2(x,y) 误差% 2(x,y) 误差%
初始位形 (500.000,500.000),长度707.107 (1000.000,0.000),长度707.107
最终位形 (707.123,0.000),长度707.123 0.002 (1414.256,0.000),长度707.133 0.004

使屈曲从局部区域发展到 “整体”区域,直至不平衡
力消除,其过程是在式(16)中完成.

局部屈曲和整体屈曲与局部受力和整体受力是
两个完全不相同的概念和范畴,屈曲分析应该是从
高斯点的平衡失稳开始,经传递后形成一个整体屈
曲区域,使结构改变几何后重新获得稳定为止.屈曲
过程不发生任何卸载,由于屈曲的全过程可能在一
个物理过程内完成,也可能在两个或多个相继的物
理过程内完成,因此不对临界荷载作出规定和定义.

 小 结

经典的屈曲分析理论是多自由度大型结构屈曲
的基础,在多自由度体系的屈曲分析中必然采用数
值方法如有限元法,在工程设计中经典理论应与数
值方法融合.

结构屈曲不是一种单一的力学行为,而是与弹
塑性、开裂等材料软化的一致行为.结构分析的“一
致理论”可以解释结构屈曲的机理,并给出完整的分
析方法,可用于工程结构的屈曲分析中.
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